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Abstrakt
Tato bakaláøská práce se zabývá modelováním populaèních problémù v biologii. Jejím cílem
je uvedení základních modelù popisujících dynamiku vývoje jedné nebo dvou populací.
Modely, které jsou v této práci uvedené, jsou popsány obyèejnými diferenciálními rovnicemi
prvního øádu. Pøi zkoumání vývoje populace v èase je hlavním problémem hledání sin-
gulárních bodù (a zkoumání jejich stability) diferenciálních rovnic, které vývoj dané popu-
lace popisují. Práce je proto vìnována i tìmto problémùm.
Abstract
This bachelors thesis deals with the modeling of population problems in biology. The aim
of this thesis is to mention some basic models describing dynamics of the evolution of one
or two populations. Models mentioned in this thesis are described by rst-order ordinary
dierential equations. Exploring the evolution of the population brings the main question -
searching for singular points (and verifying their stability) of dierential equations describ-
ing the evolution of the population. Therefore the thesis also deals with these problems.
Klíèová slova
populaèní modely, singulární body, stabilita
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1. Uvod
Sestavovan populacnch modelu je dulezitou soucast matematicke biologie. Populacn mo-
dely jsou matematicke modely, ktere nam umoznuj studovat zmeny (dynamiku) populace
a kterymi muzeme popsat spoustu deju probhajcch v prrode. Tyto modely uvazuj rychlost
rustu dane populace, dale pak rychlost vymran, kapacitu prostred, migraci a spoustu dalsch
vlivu, ktere maj dopad na vyvoj zkoumane populace. Populacn modely nam pomahaj pocho-
pit, jak a proc se populace men v case, nebo pri interakci s jinou populac.
Matematicke modelovan populacnch problemu ma dlouhou historii, prvn modely byly
sestavovany od 18. stolet. Jeden z nejjednodussch modelu je exponencialn model, kdy rychlost
zmeny v populaci je umerna velikosti populace. Tmto modelem se rd naprklad bakterie, ktere
se mnoz exponencialne az do doby, kdy dojde k vycerpan zivin. V roce 1838 Pierre Francois
Verhulst formuloval logisticky model rustu, ktery patr k zakladnm populacnm modelum.
Hlavn zajem o populacn modely prisel na pocatku 20. stolet. V techto letech vedci Alfred J.
Lotka a Vito Volterra sestavili znamy Lotkuv-Volterruv model, ktery popisuje dynamiku dvou
populac, z nichz jedna se ziv druhou.
V teto praci jsou uvedeny zakladn modely popisujc dynamiku jedne nebo dvou popu-
lac. Vsechny tyto modely jsou popsany obycejnymi diferencialnmi rovnicemi prvnho radu.
Zajma nas, do jakeho stavu se populace s casem vyvine, a proto je hlavnm problemem hledan
a zkouman stability singularnch bodu danych diferencialnch rovnic.
Prvn kapitolou teto bakalarske prace je kratky uvod, kde je popsana problematika a cl
prace. Po uvodu nasleduje kapitola obsahujc matematicky aparat, kde jsou zavedeny dulezite
pojmy, kterymi se budeme zabyvat v dalsm textu. Ve tret kapitole jsou uvedeny modely
popisujc dynamiku jedne populace. Nejjednoduss z nich je exponencialn model a logisticky
model rustu, ktery je dale rozsren v model larev hmyzu zjcch na strome, model rustu se
zpozdenm a model sklizne jedne populace. V nasledujc ctvrte kapitole se budeme zabyvat
modely, ktere popisuj dynamiku dvou populac. Nejjednodussm z nich je Lotkuv-Volterruv
model dravec-korist, dale je zde uveden realisticky model dravec-korist, model konkurence a jako
posledn je popsan model symbiozy. Pata kapitola je venovana zaveru, kde je uvedeno kratke
shrnut. K praci byl vytvoren program v Matlabu, jehoz vystupy jsou uvedeny v prloze.
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2. Matematicky aparat
Vety, denice a poznamky uvedene v teto kapitole lze nalezt v [3] a [4].
Uvazujme nelinearn system n obycejnych diferencialnch rovnic 1. radu tvaru
y01 = f1(t; y1; y2; :::; yn);
y02 = f2(t; y1; y2; :::yn);
...
y0n = fn(t; y1; y2; :::; yn)
(2.1)
se spojitymi pravymi stranami a za predpokladu, ze parcialn derivace funkc na pravych
stranach, @fi=@yk; i; k = 1; 2; : : : ; n; existuj a jsou spojite. Predpokladejme, ze vektorova funkce
'(t) = ('1(t); '2(t); : : : ; 'n(t)) je resenm systemu (2.1) na intervalu I = ht0;1), ktere v bode
t = t0 vyhovuje pocatecn podmnce '(t0) = '
0 = ('01; : : : ; '
0
n).
Denice 1 (Stabilita a nestabilita resen). Resen '(t) systemu (2.1) se nazyva stabiln
(podle Ljapunova) na intervalu ht0;1), kdyz pro libovolne kladne realne cslo " existuje kladne
realne cslo  takove, ze pro kazde resen y(t) = (y1(t); y2(t); : : : ; yn(t)) systemu (2.1), ktere
vyhovuje podmnce
jyi(t0)  '0i j < ; i = 1; 2; : : : ; n
plat
jyi(t)  'i(t)j < "; i = 1; 2; : : : ; n
pro kazde t  t0.
Jestlize nejake resen nevyhovuje predchazejc denici, pak ho nazveme nestabilnm.
Denice 2 (Asymptoticka stabilita resen). Resen '(t) systemu (2.1) se nazyva asymp-
toticky stabiln, pokud je stabiln a krome toho nerovnosti




jyi(t)  'i(t)j = 0; i = 1; 2; : : : ; n:
Poznamka 1. V dalsm textu se budeme zabyvat pouze prpady n = 1, nebo n = 2.
System diferencialnch rovnic tvaru
x0 = f(x; y);
y0 = g(x; y);
(2.2)
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kde f a g jsou funkce denovane na nejake oblasti 
 v prostoru R2, se nazyva autonomn
system. Funkce f a g mohou byt denovany take na celem prostoru R2. Oblast 
 se nazyva
fazovy prostor, promenna t, obsazena v systemu (2.2) pouze implicitne, se nazyva cas. Budeme
predpokladat, ze funkce f a g v systemu (2.2) jsou spojite, parcialn derivace @f=@x, @f=@y,
@g=@x, @g=@y existuj a jsou take spojite na 
. Tyto predpoklady nam zaruc, ze kazdym bodem
oblasti 
 prochaz prave jedno resen x(t), y(t).
Denice 3 (Singularn resen). Necht' x a y jsou realna csla, ktera splnuj
f(x; y) = 0;
g(x; y) = 0:
Pak dvojice konstantnch resen x(t) = x, y(t) = y je resenm systemu (2.2), ktere nazyvame
singularn resen. Bod [x; y] se nazyva singularn bod.
Poznamka 2. Msto pojmu singularn resen resp. bod se take pouzva pojem stacionarn resen
resp. bod nebo rovnovazny stav resp. bod.
Poznamka 3. Autonomn system (2.2) je dvourozmerny. V prpade jednorozmerneho au-
tonomnho systemu se pojem singularn (stacionarn, rovnovazny) bod resp. resen zavede ana-
logicky.
Denice 4 (Trajektorie autonomnho systemu). Necht' dvojice funkc x(t), y(t) je resenm
systemu (2.2). Mnozina T bodu v rovine (x; y) denovana
T = f(x; y) 2 
 : x(t) = x; y(t) = y pro nejake t 2 Rg;
se nazyva trajektorie systemu (2.2). Rovinu (x; y), do ktere trajektorie zakreslujeme, nazyvame
fazovou rovinou.
Denice 5 (Nulkliny). Krivka, slozena z bodu (x; y) v rovine, ktere splnuj f(x; y) = 0, se
nazyva x-nulklina. V bodech teto nulkliny plat x0 = 0 a kazda trajektorie ji protna ve svislem
smeru. Krivka, slozena z bodu (x; y) v rovine, ktere splnuj g(x; y) = 0, se nazyva y-nulklina.
V bodech teto nulkliny plat y0 = 0 a kazda trajektorie ji protna ve vodorovnem smeru.
Poznamka 4. Pokud partikularn resen x(t); y(t) systemu (2.2) chapeme jako krivku v pros-
toru 
 danou parametricky rovnicemi x = x(t), y = y(t), dostaneme trajektorii systemu.
Trajektorie systemu tvor fazovy obraz resen systemu. Trajektorie je kolmym prumetem grafu
vektorove funkce (x(t); y(t)) z prostoru R 
 do prostoru 
.
Poznamka 5. Dve ruzne trajektorie systemu (2.2) nemaj spolecny zadny bod, nebo jsou zcela
totozne.
Veta 6 (Klasikace trajektori). Autonomn system (2.2) muze mt pouze tri nasledujc
typy trajektori:
1. Stacionarn body. Tyto trajektorie odpovdaj singularnm resenm.
2. Uzavrene trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovdaj periodickym resenm. Uvnitr
kazdeho cyklu lez alespon jeden stacionarn bod.
3. Trajektorie, ktere samy sebe neprotnaj.
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se nazyva Jacobiho matice systemu (2.2).
Poznamka 7. Mame-li pouze jednu rovnici 1. radu tvaru x0 = f(x); potom se Jacobiho matice





Denice 7 (Charakteristicka rovnice, vlastn csla). Charakteristickou rovnic matice A
rozumme rovnici
det(A  I) = 0;
s neznamou . Koreny teto rovnice nazyvame vlastn csla matice A (take charakteristicka csla
matice A).





. Oznacme-li Tr(A) = a + d stopu matice A
a det(A) = ad   bc determinant matice A, muzeme charakteristickou rovnici matice psat ve
tvaru 2   Tr(A)+ det(A) = 0.
Poznamka 9 (Klasikace singularnch bodu). Podle chovan trajektori v okol singularnch
bodu systemu (2.2) rozdelujeme singularn body do nasledujcch navzajem disjunktnch skupin:
 Uzel: Singularn bod [x; y] se nazyva uzel, jestlize vsechny trajektorie z nejakeho okol
tohoto bodu konverguj pro t ! 1 nebo t !  1 k bodu [x; y] tak, ze nedochaz
k oscilacm kolem limitn hodnoty.
 Ohnisko: Singularn bod [x; y] se nazyva ohnisko, jestlize vsechny trajektorie z nejakeho
okol tohoto bodu konverguj bud' pro t!1 nebo pro t!  1 a to tak, ze kolem tohoto
bodu osciluj se zmensujc se amplitudou.
 Sedlo: Singularn bod [x; y] se nazyva sedlo, jestlize v kazdem jeho okol existuje pouze
konecny pocet trajektori, ktere pro t! 1 konverguj k tomuto bodu.
 Bod rotace: Singularn bod [x; y] se nazyva bod rotace, jestlize kazde jeho okol ob-
sahuje nekonecne mnoho trajektori, ktere jsou cykly. Pokud v nejakem okol existuj
pouze cykly, nazyva se tento bod navc stred.
Veta 10 (Klasikace singularnch bodu pomoc vlastnch csel Jacobiho matice).
Uvazujme vlastn csla Jacobiho matice vypoctena v singularnm bode systemu (2.2).
 Jsou-li obe vlastn csla realna kladna, je singularn bod nestabiln (odpudivy) uzel.
 Jsou-li obe vlastn csla realna zaporna, je singularn bod asymptoticky stabiln (pritazlivy)
uzel.
 Jsou-li vlastn csla realna a maj-li opacna znamenka, je singularn bod sedlo.
 Jsou-li vlastn csla komplexne sdruzena s kladnou realnou cast, je singularn bod nesta-
biln (odpudive) ohnisko.
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 Jsou-li vlastn csla komplexne sdruzena se zapornou realnou cast, je singularn bod
asymptoticky stabiln (pritazlive) ohnisko.
 Jsou-li vlastn csla komplexne sdruzena s nulovou realnou cast, je singularn bod ohnisko,
nebo bod rotace.
Poznamka 11. Stabiln singularn bod, ktery nen asymptoticky stabiln se nazyva neutralne
stabiln. Singularn bod typu stred je tedy neutralne stabiln.











kde matice A typu 22 je konstantn . Pomoc Taylorova rozvoje systemu (2.2) v okol jeho sin-
gularnho bodu [x; y] lze ukazat, ze matice A linearizovaneho systemu (2.3) je rovna Jacobiho
matici systemu (2.2) vypoctene v jeho singularnm bode [x; y], tedy A = J(x; y).
Pokud je system (2.2) prmo linearn, tedy tvaru (2.3), pak Veta 10 dava zname vysledky
z teorie linearnch autonomnch systemu.
O stabilite singularnho bodu jednorozmerneho nelinearnho autonomnho systemu rozhod-
neme pomoc hodnoty vlastnho csla Jacobiho matice vypoctene v singularnm bode tohoto
systemu. Je-li vlastn cslo zaporne, potom je singularn bod asymptoticky stabiln. Je-li vlastn
cslo kladne, potom je singularn bod nestabiln.
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3. Modely jedne populace
Podklady pro vysledky tret a ctvrte kapitoly vychaz z monograe [1].
3.1 Spojity model rustu populace




= narozen  umrt + migrace:
Pokud neuvazujeme migraci a predpokladame, ze rychlost rustu i rychlost vymran populace
jsou prmo umerne velikosti populace, dostaneme model
dN
dt
= rN   dN; kde r; d 2 R+: (3.4)
Konstanta r znac rychlost rustu, d znac rychlost vymran. Jedna se o linearn diferencialn
rovnici 1. radu, jejm resenm je
N(t) = N0e
(r d)t; kde N0 je stav populace v case t=0.
Obrazek 3.1: Graf resen rovnice (3.4)
Pokud rychlost rustu populace je vets nez rychlost vymran, tedy r > d, populace expo-
nencialne roste, v opacnem prpade exponencialne vymra.
Model (3.4) je vsak velmi nerealisticky, populace nemuze neomezene rust, protoze zdroje









; kde r;K 2 R+: (3.5)
Konstanta r predstavuje rychlost rustu populace, K je uzivnost prostred. Z modelu vidme,
ze pokud je velikost populace mens nez K, pak
N
K
< 1, tedy 1   N
K




> 0, coz znamena, ze populace roste. Pokud je velikost populace rovna hodnote K, pak
N
K
= 1, tedy 1 N
K
= 0, z cehoz plyne, ze
dN
dt
= 0, tedy velikost populace se nemen. V prpade,
kdy je velikost populace vets nez K, je
N
K





< 0, coz znamena, ze
velikost populace se zmensuje.
Rovnice (3.5) je diferencialn rovnice 1. radu se separovanymi promennymi a take Ber-
noulliova rovnice, ktera ma 2 konstantn resen:N = 0 aN = K. Zajma nas, zda jsou tato resen
stabiln (asymptoticky stabiln). Jacobiho matice rovnice (3.5) je v danem prpade skalarn vyraz
J = r   2Nr
K
:
Po dosazen resen N = 0 do Jacobiho matice dostaneme J(0) = r, a soucasne tedy i vlastn
cslo je  = r. Vlastn cslo je kladne, z cehoz podle Poznamky 12 plyne, ze resen N = 0 je
nestabiln. Pokud do Jacobiho matice dosadme resen N = K, dostaneme J(K) =  r, a vlastn
cslo je  =  r. Vlastn cslo je zaporne, coz podle Poznamky 12 znamena, ze resen N = K je
asymptoticky stabiln.




K +N0(ert   1) ; kde N0 je stav populace v case t=0.
Obrazek 3.2: Graf resen rovnice (3.5)
Z grafu resen je videt, ze N(t) ! K pro t ! 1. Velikost populace se tedy casem ustal
v rovnovaznem stavu K, ktery je asymptoticky stabilnm konstantnm resenm rovnice (3.5).
3.2 Larvy hmyzu zijc na strome









  p(N); kde rB; KB 2 R+: (3.6)
Konstanta rB je rychlost rustu populace, KB uzivnost prostred zavisla na mnozstv list, popr.




; kde A;B 2 R+:
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Obrazek 3.3: Funkce p(N)
Pro dostatecne velkou populaci N se predatori nasyt a p(N) se ustal na hodnote B. Pokud je
populace N mens nez jista prahova hodnota Nc, predatori si hledaj potravu jinde a predace




































Jedna se o diferencialn rovnici 1. radu se separovanymi promennymi. Zajmaj nas rovnovazne
stavy, tedy konstantn resen rovnice (3.8). Jedno konstantn resen je u = 0, zbyla nenulova








, kterou muzeme upravit na
kubickou rovnici
ru3   qru2 + u(r + q)  qr = 0: (3.9)















> 1, pak ma rovnice (3.9) tri ruzne realne
koreny u1; u2 a u3, kde
u1 = u




































































































Tento prpad je znazornen na obrazku 3.4 (a).





















u(u  u1)(u  u2)(u  u3)du;
kde u1; u2; u3 jsou resen rovnice (3.9).
Obecne resen rovnice (3.8) je tedy tvaru































1 je patrny z obrazku 3.4 (b)) a dva komplexne sdruzene koreny.















= 1, pak ma rovnice (3.9) dva realne koreny








2 je patrny z obrazku 3.4 (c)), z nichz jeden je nasobny.
Obecne resen zde z duvodu jeho komplikovanosti stejne jako v predchozm prpade uvadet
nebudeme.
Obrazek 3.4: Gracke znazornen resen kubicke rovnice (3.9)


















. Rovnice (3.8) ma tedy
4 konstantn resen (u = 0; u = u1; u = u2; u = u3), ktere jsou rovnovaznymi stavy, a dale se
budeme zabyvat jejich stabilitou.
Jacobiho matice rovnice (3.8) je skalarn vyraz










Dosadme-li do Jacobiho matice jednotlive rovnovazne stavy u = 0; u = u1; u = u2; u = u3,
dostaneme:
 Pro u = 0: J(0) = 5
9
, vlastn cslo  =
5
9
je kladne, z cehoz podle Poznamky 12 plyne, ze
rovnovazny stav u = 0 je nestabiln.
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 Pro u = 1: J(1) =   1
18
, vlastn cslo  =   1
18
je zaporne, tedy podle Poznamky 12 je
rovnovazny stav u = 1 asymptoticky stabiln.





























(63  9p41)2  0; 05 > 0,











































  0; 3 < 0,




















 7; 7 jsou asymptoticky
stabiln. Snahou je udrzet velikost populace larev na jedne z techto dvou hodnot. Dodejme, ze
vyhodnejs je udrzovat velikost populace na mens hodnote u = 1, protoze nebezpec, ze by
larvy strom uplne sezrali, je v tomto prpade mens.
Model byl puvodne vytvoren koncem 20. stolet v Kanade, kde larvy pozrajc jedli predsta-
vovaly vazny problem. Model lze vsak pouzt pro jakykoliv strom. Velikost uzivnosti prostred
lze ovlivnit naprklad sprayovanm.
3.3 Modely rustu se zpozdenm
V predchozch modelech jsme predpokladali, ze rychlost rustu populace zavis na jejm
okamzitem stavu. Ve skutecnosti vsak existuje urcite zpozden, behem ktereho probehne teho-






1  N(t  T )
K

; kde r;K; T 2 R+: (3.10)
Parametr T je zpozden, konstanta r znac rychlost rustu populace a K je uzivnost prostred.
Zmena velikosti populace tedy zavis na velikosti populace v case t   T . Rovnice (3.10) je
rozsrenm rovnice (3.5), jej resen lze hledat numericky.
Detailnejsm rozborem stabilnho a kvalitativnho chovan rovnice (3.10) se pro jeho kom-
plikovanost zabyvat nebudeme. Poznamenejme, ze analogicky jako v prpade logisticke rovnice
(3.5) existuj 2 konstantn resen N = 0 a N = K. Prvn z techto dvou resen je nestabiln,




resen N = K asymptoticky stabiln. Na rozdl od logisticke rovnice (3.5) vsak nen charakter




= rN(t  T ) (3.11)
17
(hodnotu parametru r z duvodu obecnosti nyn pripoustme libovolnou realnou), potom pri
rT =  
2









ktera pripoust periodicka resen N(t) = sin t a N(t) = cos t.
3.4 Sklizen jedine populace
Je treba nalezt ekologicky vyhodnou strategii pro sklizen obnovitelnych zdroju, jako jsou
nejruznejs plodiny nebo ryby v rybnce. Chceme, aby pri minimalnm vynalozenem usil uroda
byla co nejvets. V predchozm logistickem modelu (3.5) bylo ukazano, ze velikost populace je
udrzovana na konstantn hodnote rovnajc se uzivnosti prostred K, ve kterem populace zije.
Pokud zacneme populaci sklzet, zvysme tm jej rychlost vymran. Pokud sklizen nen prlis
velka, populace se prizpusob a jej velikost se ustal na nove hodnote Nh < K. Clem tohoto
modelu je tedy stanovit takovou rychlost sklizne, abychom dostali maximaln urodu a soucasne
nedoslo k vymren sklzene populace.









  EN; kde r;K;E 2 R+: (3.13)
Konstanta r je rychlost rustu populace a K je uzivnost prostred. Clen EN oznacuje vynos skli-
zne za jednotku casu, E znac vynalozene usil. Rust populace je tedy zmensovan v dusledku
sklizne. Rovnice (3.13) je diferencialn rovnice se separovanymi promennymi a soucasne Ber-








; kde N0 je velikost populace v case t = 0:







Pokud vynalozene usil na sklizen je mens nez rychlost rustu populace, tedy E < r, pak
Nh(E) > 0 a velikost populace se ustal na nove hodnote Nh. Pokud je vsak vynalozene usil
na sklizen vets nez rychlost rustu populace, tedy E > r, pak Nh(E) < 0 a jedine prpustne
konstantn resen je N = 0. Budeme se proto zabyvat jen prpadem, kdy E < r.






sklizne YM dostaneme pro E =
r
2
















Pravou stranu rovnice (3.13) oznacme jako f(N) a rozvineme ji v Taylorovu radu v okol
rovnovazneho bodu Nh, cmz dostaneme priblizne vyjadren
f(N)  f(Nh) + f 0(Nh)(N  Nh):
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Po dosazen za f(N) do prave strany rovnice (3.13) dostaneme
dN
dt




= f(Nh) = 0, muzeme clen f(Nh) od obou stran rovnice (3.14) odecst a dostaneme
linearizovanou rovnici (3.13), tedy rovnici
d
dt
(N  Nh)  f 0(Nh)(N  Nh): (3.15)
Pomoc teto linearizace pak muzeme provest odhady casu k zotaven TR pro puvodn model
(3.13). Casem k zotaven TR pritom rozumme cas potrebny ke snzen hodnoty pocatecn










tj. existuje L > 0 takove, ze jTR(E)=TR(0)j  L(1   E=r) 1 pro vsechny hodnoty E > 0. Ve
vztahu (3.16) je zduraznena zavislost hodnoty TR na hodnote E (symbolem TR(0) rozumme
prpad, kdy sklizen je nulova). Nas vsak zajma vynos sklizne Y a proto rovnici (3.16) prepseme










Obrazek 3.5: Gracke znazornen vztahu (3.17) a (3.13)
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Nyn muzeme diskutovat optimaln strategii sklzen. V grafu obrazku 3.5 (a) je zobrazen
vztah (3.17). Vetev L+ znazornuje kladne koreny vztahu (3.17), vetev L- koreny zaporne. Pokud
zacneme sklzet s malou rychlost E, v grafu obrazku 3.5 (b), kde je zobrazen vztah (3.13),
vidme, ze rovnovazny stav populace Nh je blzko rovnovaznemu stavu K. Jakmile zacneme




v grafu (a) pohybujeme po vetvi L+ smerem k bodu S. Do bodu S se dostaneme v prpade,
kdy rychlost sklzen E = r
2
a rovnovazny stav Nh =
K
2
. Jestlize vsak stale zvysujeme E,
rovnovazny stav Nh klesne pod hodnotu
K
2
a dostaneme se na zapornou vetev L-, coz je velmi
nebezpecne. Idealn je tedy sklzet takovou rychlost E, abychom rovnovazny stav Nh udrzovali
nad hodnotou K
2
a soucasne co nejblze teto hodnote. Cm vce se vsak teto hodnote blzme,
tm vets je nebezpec, ze se dostaneme na zapornou vetev L-.
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4. Modely dvou populac
4.5 Lotkuv-Volterruv model dravec-korist
Jestlize spolu zij dve populace, potom je velikost kazde z populac ovlivnena prtomnost
populace druhe. Model dravec-korist dostaneme, pokud mame dve populace, z nichz jedna se ziv
druhou. Prtomnost prvn populace tedy podporuje rust druhe populace, zatmco prtomnost
druhe populace potlacuje rust prvn populace.
Oznacme N(t) populaci koristi a P (t) populaci dravce (dale opet strucne pouze N a P ).
Potom Lotkuv-Volterruv model dravec-korist je popsan systemem rovnic
dN
dt
= N(a  bP ); kde a; b 2 R+;
dP
dt
= P (cN   d); kde c; d 2 R+:
(4.18)
Konstanta a znac rychlost rustu populace koristi v neprtomnosti populace dravce, d znac
rychlost vymran populace dravce v neprtomnosti populace koristi (tedy  d je rychlost rustu
dravce v neprtomnosti koristi). Z prvn rovnice systemu (4.18) je videt, ze rychlost rustu
a populace koristi je zmensovana v dusledku predace populac dravce. Predace je prmo umerna
velikosti populace dravce, tedy cm vets je populace dravce, tm vets je predace a mens rychlost
rustu populace koristi. Pokud je populace dravce nulova, rychlost rustu populace koristi je rovna
hodnote a, coz znamena, ze neomezene roste. Z druhe rovnice systemu (4.18) je videt, ze zaporna
rychlost rustu populace dravce  d je zvysovana v dusledku predace populace koristi. Velikost
predace je prmo umerna velikosti populace koristi. Pokud je populace koristi nulova, rychlost
rustu populace dravce je rovna hodnote  d, coz znamena, ze exponencialne vymra.






,  = at,  =
d
a













u(1  v) : (4.20)
Integrac (4.20) zskame rovnici pro fazove trajektorie systemu (4.19), tedy rovnici
u+ v   lnuv = H;
kdeH je obecna realna konstanta, pro niz platH  Hmin = H(u = 1; v = 1) = 1+. Pocatecn
podmnky, tedy hodnoty u(0) a v(0), urcuj konstantu H a tedy i trajektorii ve fazove rovine.
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Obrazek 4.6: Trajektorie systemu (4.19)







Dosadme-li do Jacobiho matice jednotlive singularn body, dostaneme:





, vlastn csla 1 = 1, 2 =   jsou realna s opacnym
znamenkem, z cehoz podle Vety 10 plyne, ze singularn bod [0,0] je nestabiln, typu sedlo.





, vlastn csla 1;2 = i
p
 jsou komplexne sdruzena
s nulovou realnou cast. Z obrazku 4.6 vidme, ze trajektorie v okol bodu [1,1] jsou cykly.
Podle Poznamek 9 a 11 je tedy singularn bod [1,1] neutralne stabiln, typu stred.
Ze systemu (4.19) vidme, ze
du
d
= 0; kdyz v = 1. Tedy u() men svuj prubeh z rostoucho
na klesajc, popr. naopak, kdyz v() = 1. Podobne
dv
d
= 0; kdyz u = 1. Tedy v() men rostouc
prubeh na klesajc, popr klesajc prubeh na rostouc, kdyz v() = 1: Z obrazku 4.6 vidme, ze
trajektorie systemu (4.19) jsou uzavrene, coz znamena, ze resen u(), v() je periodicke.
Obrazek 4.7: Znazornen periodickeho resen u(); v()systemu (4.19)
Vratme-li se k puvodnm parametrum systemu (4.18), potom periodicky prubeh resen
lze vysvetlit tak, ze pokud se populace koristi zvetsuje, je podporovan rust populace dravce.
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Vets populace dravce vsak sezere vce koristi a populace koristi se zacne zmensovat. Populace
dravce nema dostatek potravy a vymra, coz zpusob rust populace koristi. Takto se cely cyklus
opakuje. Velikosti populace koristi a dravce se tedy periodicky opakuj a soucasne kolsaj kolem
rovnovaznych poloh. Velikost populace koristi kolsa kolem hodnoty
d
c




. Perioda resen je T =
2p
ad
, tedy klesa se zvysenm rychlosti rustu koristi nebo
rychlosti vymran dravce.
4.6 Realisticky model dravec-korist
V Lotkove-Volterrove modelu populace koristi v neprtomnosti dravce neomezene roste, coz je
velmi nerealisticke. Radeji proto pouzijeme realistictejs model, ktery uvazuje uzivnost prostred
populace koristi. Stejne tak i populacn rovnici dravce navrhneme realisticteji.
Oznacme-li N(t) velikost populace koristi a P (t) velikost populace dravce, pak realistictejs
















; kde s; h 2 R+:
(4.21)
Konstanta r je rychlost rustu populace koristi, K je uzivnost prostred koristi v neprtomnosti
dravce a funkce R(N) je odpoved' dravce na zmenu v populaci koristi. V Lotkove-Volterrove
modelu byla odpoved' dravce umerna velikosti populace koristi a lovce. Tato uvaha nen prlis
realisticka, protoze pokud je populace koristi dostatecne velka, dravec se nasyt a vets mnozstv










; kde k;D 2 R+:
Obrazek 4.8: Znazornen NR(N), (a) R(N) = k
N+D
, (b) R(N) = kN
N2+D2



















































(4.22) prejde na system
du
d












Prvnm singularnm bodem systemu (4.23) je bod [1; 0]. Druhy singularn bod lezc v prvnm
kvadrantu oznacme [u; v], kde
u = v =
1  d  a+p(d+ a  1)2 + 4d
2
; (4.24)












Do Jacobiho matice dosadme singularn bod [1; 0] a dostaneme
J(1; 0) =
0@  1  a1 + d
0 b
1A ;
vlastn csla 1 =  1; 2 = b jsou tedy realna s opacnym znamenkem, z cehoz podle Vety 10
plyne, ze singularn bod [1; 0] je nestabiln, typu sedlo.
Dosadme-li do Jacobiho matice singularn bod [u; v], dostaneme
J(u; v) =
0@ 1  2u   aud(u + d)2  auu + d
b  b
1A :
J(u; v) lze s vyuzitm vztahu (4.24) prepsat na
J(u; v) =





K posouzen stability singularnho bodu [u; v] nam pomohou vlastn csla 1; 2 matice
J(u; v), ktera dostaneme resenm rovnice 2   [trJ(u; v)] + det J(u; v) = 0. Singularn
bod je podle Vety 10 aymptoticky stabiln, pokud realna cast vlastnch 1; 2 je zaporna. Tento
pozadavek je splnen, pokud


















Pozadavek (4.26) je splnen vzdy pro a > 0; d > 0 a proto se budeme zabyvat jen pozadavkem
(4.25). Dosadme-li do pozadavku (4.25) u; v, dane vztahy (4.24), dostaneme pro asymp-





(1  a  d)2 + 4d
i h1 + a+ d p(1  a  d)2 + 4di
2a
: (4.27)
Pravou stranu vztahu (4.27) oznacme f(d; a) a budeme ji uvazovat jako funkci promenne d
s parametrem a. Protoze nas zajmaj pouze prpady kdy a > 0; d > 0, muzeme zjistit, ze
f(d; a) ma maximum pro d = 0. Po dosazen d = 0 do (4.27) dostaneme
b > 2a  1;






splnuje kazde b > 0.
Bod [1; 0] systemu (4.23) je vzdy nestabiln. Druhy singularn bod,
[u; v] =
"
1  d  a+p(d+ a  1)2 + 4d
2
;




stabiln, pokud je b > 0; d > 0; 0 < a <
1
2
. Pokud je a >
1
2
, potom je asymptoticka stabilita
singularnho bodu [u; v] zajistena podmnkou (4.27).
4.7 Model konkurence
Model konkurence dostaneme, pokud mame dve populace a prtomnost kazde z nich potlacuje
rust druhe populace. Situace nastane napr. v prpade, kdyz dve populace bojuj o stejnou
potravu, ktera je na uzem, kde populace zij, v omezenem mnozstv. Oznacme N1(t) velikost





















; kde r2; K2; b21 2 R+:
(4.28)
Konstanty r1; r2 znac rychlosti rustu populac N1; N2 a K1; K2 jsou uzivnosti prostred. Kon-
stanta b12 znac mru konkurencnho dopadu N2 na N1 a b21 znac mru konkurencnho dopadu
N1 na N2.






,  = r1t,  =
r2
r1
, a12 = b12
K2
K1
, a21 = b21
K1
K2
a system (4.28 ) prejde na system
du1
d
= u1(1  u1   a12u2);
du2
d
= u2(1  u2   a21u1):
(4.29)











1  2u1   a12u2  a12u1
 a21u2 (1  2u2   a21u1)

:
Do Jacobiho matice dosadme jednotlive singularn body a dostaneme:
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, vlastn csla 1 = 1, 2 = , jsou obe realna kladna,
z cehoz podle Vety 10 plyne, ze singularn bod [0; 0] je nestabiln odpudivy uzel.




, vlastn csla jsou 1 =  1, 2 = (1  a21).
Mohou tedy nastat dva prpady:
{ pro a21 < 1 je 2 > 0, tedy singularn bod [1,0] je podle Vety 10 nestabiln, typu
sedlo.
{ pro a21 > 1 je 2 < 0, tedy singularn bod [1,0] je podle Vety 10 asymptoticky
stabiln, typu pritazlivy uzel.





, vlastn csla jsou 1 = 1 a12, 2 =  . Mohou
tedy nastat dva prpady:
{ pro a12 < 1 je 1 > 0, tedy singularn bod [0,1] je podle Vety 10 nestabiln, typu
sedlo.
{ pro a12 > 1 je 1 < 0, tedy singularn bod [0,1] je podle Vety 10 asymptoticky




















a12   1 a12(a12   1)
a21(a21   1) (a21   1)

, vlastn csla jsou
1;2 =
(a21   + a12   1)
p
( a21 +   a12 + 1)2   4( a21   a12 + 1  a212a221 + a12a221 + a212a21)
2(1  a12a21) :
V zavislosti na parametrech a12; a21 tedy muzeme rozlisit 4 prpady, znazornene v obrazku 4.9.
V kazdem z obrazku jsou zobrazeny u1-nulkliny (prmky u1 = 0, 1 u1 a12u2 = 0) a u2-nulkliny
(prmky u2 = 0, 1   u2   a21u1 = 0) pro dany prpad. Pruseck u1-nulkliny s u2-nulklinou je
singularn bod systemu (4.29). Dale jsou v kazdem obrazku schematicky znazorneny fazove
trajektorie v okol singularnch bodu. Jednotlive prpady si rozebereme podrobneji.





< 1, jsou singularn body








v I. kvadrantu, je typu pritazlivy uzel. Tedy pouze jedno konstantn resen systemu (4.29)
je asymptoticky stabiln, konkretne resen u1 =
1  a12
1  a12a21 ; u2 =
1  a21
1  a12a21 . Pokud jsou
uzivnosti prostred K1; K2 priblizne stejne a mry konkurencnho dopadu jedne populace
na druhou b12; b21 nejsou "
prlis velke\, potom se velikosti obou populac ustal v novem
rovnovaznem stavu, ktery je vsak mens nez rovnovazny stav v prpade, kdy populace zij
osamocene.





> 1, jsou singularn body [1; 0]








lezc v I kvadrantu je nestabiln, typu sedlo. System (4.29) ma tedy dve asymptoticky
stabiln konstantn resen, konkretne resen u1 = 1; u2 = 0 a u1 = 0; u2 = 1. Prestoze
tato resen jsou rovnovaznymi stavy, ve skutecnosti nemohou existovat oba dva soucasne.
Zalez na pocatecnch podmnkach, v jakem rovnovaznem stavu se system (4.29) ustal. I.
kvadrant fazoveho systemu je rozdelen na dve casti, podle toho, k jakemu konstantnmu
resen jednotlive pocatecn stavy konverguj. Pokud pocatecn podmnky, tedy hodnoty
u1(0); u2(0), lez v prave casti I. kvadrantu, potom se system ustal v rovnovaznem stavu
u1 = 1; u2 = 0. Znamena to, ze populace N2 vymre, zatmco velikost populace N1 se
ustal na hodnote K1. Velikost populace N1 tedy bude stejne velka jako v prpade, kdy by
populace zila osamocene. Pokud vsak pocatecn podmnky lez v leve casti I. kvadrantu,
system se ustal v rovnovaznem stavu u1 = 0; u2 = 1. Populace N1 tedy vymre, zatmco
populace N2 se ustal na hodnote K2.





> 1, je singularn bod [1; 0]








nelez v I. kvadrantu a proto se jm nebudeme
zabyvat. System (4.29) ma tedy jedno asymptoticky stabiln konstantn resen, konkretne






> 1, je bud' uzivnost prostred K1
podstatne vets nez uzivnost prostred K2, nebo populace N1 vyrazne konkuruje populaci
N2. Velikost populace N1, ktera ma mnohem leps podmnky nez populace N2 se ustal
na hodnote K1, zatmco populace N2 vymre.





< 1, je singularn bod [1; 0]








nelez v I. kvadrantu a nebudeme se jm proto
zabyvat. System (4.29) ma tedy pouze jedno asymptoticky stabiln konstantn resen,






< 1, je bud' uzivnost prostred
K2 podstatne vets nez K1, nebo populace N2 vyrazne konkuruje populaci N1. Populace
N1 vymre, zatmco velikost populace N2 se ustal na hodnote K2.
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Obrazek 4.9: Nulkliny a singularn body systemu (4.29)
4.8 Model symbiozy
Model symbiozy (take mutualismu) dostaneme, pokud mame dve populace a prtomnost
kazde z populac podporuje rust populace druhe. Oznacme N1(t) velikost prvn populace a N2(t)






















; kde r2; K2; b21 2 R+:
(4.30)
Konstanty r1; r2 znac rychlosti rustu populac N1; N2 a K1; K2 jsou uzivnosti prostred. Kon-
stanta b12 znac slu pusoben N2 na N1 a b21 znac slu pusoben N1 na N2.
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,  = r1t,  =
r2
r1
, a12 = b12
K2
K1
, a21 = b21
K1
K2
a system (4.30) prejde na
du1
d
= u1(1  u1 + a12u2);
du2
d
= u2(1  u2 + a21u1):
(4.31)











1  2u1 + a12u2 a12u1
a21u2 (1  2u2 + a21u1)

:
Do Jacobiho matice dosadme jednotlive singularn body a dostaneme





, vlastn csla 1 = 1, 2 = , jsou obe realna kladna,
z cehoz podle Vety 10 plyne, ze singularn bod [0; 0] je nestabiln odpudivy uzel.
 Pro bod [1; 0]: J(1; 0) =
  1 a12
0 (1 + a21)

, vlastn csla 1 =  1, 2 = (1 + a21) jsou
realna, s opacnym znamenkem, coz podle Vety 10 znamena, ze singularn bod [1; 0] je
nestabiln, typu sedlo.
 Pro bod [1; 0]: J(0; 1) =

1 + a12 0
a21  

, vlastn csla 1 = 1+a12, 2 =   jsou realna,



















  a12   1 a12(a12 + 1)
a21(a21 + 1) ( a21   1)

, vlastn csla jsou
12 =
( a21     a12   1)
p
(a21 + + a12 + 1)2   4(a21 + a12 + 1  a212a221   a12a221   a212a21)
2(1  a12a21) :
Na obrazku 4.10 jsou znazornene dva prpady, ktere mohou nastat v zavislosti na parame-
trech a12; a21. V kazdem obrazku jsou vykresleny u1-nulkliny (prmky u1 = 0, 1 u1+a12u2 = 0)
a u2-nulkliny (prmky u2 = 0, 1   u2 + a21u1 = 0) pro dany prpad. Singularn bod systemu
(4.31) dostaneme jako pruseck u1-nulkliny s u2-nulklinou. V kazdem obrazku je schematicke
znazornen fazovych trajektori v okol singularnch bodu. V dalsm textu si oba dva prpady
rozebereme podrobneji.





= b12b21 < 1; jsou singularn body







, ktery lez v I. kvad-
rantu je asymptoticky stabiln pritazlivy uzel. System (4.31) ma tedy pouze jedno asymp-
toticky stabiln konstantn resen, konkretne resen u1 =
1 + a12
1  a12a21 ; u2 =
1 + a21
1  a12a21 .
Pokud jsou uzivnosti prostred K1; K2 priblizne stejne a mry konkurencnho dopadu
jedne populace na druhou b12; b21 nejsou "
prlis velke\, potom se velikosti obou populac
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ustal v novem rovnovaznem stavu, ktery je vets, nez rovnovazny stav v prpade, kdy
obe populace zij osamocene.





= b12b21 > 1 jsou singularn body







lez mimo I. kvad-
rant a nebudeme se jm proto zabyvat. System (4.31) ma pouze nestabiln konstantn
resen, coz znamena, ze obe populace neomezene rostou.
Obrazek 4.10: Nulkliny a singularn body systemu (4.31)
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5. Zaver
Clem teto bakalarske prace bylo uveden zakladnch matematickych modelu vybranych
populacnch problemu. Po dvou uvodnch kapitolach byl ve tret kapitole uveden logisticky
model rustu, kde bylo ukazano, ze velikost populace se casem ustal na hodnote, ktera je rovna
uzivnosti prostred, ve kterem populace zije. Pokud je vsak rust populace nejakym zpusobem
ovlivnovan, napr. predac nebo sklizn, populace bud' vymre, nebo se jej velikost ustal v novem
rovnovaznem stavu. Dale byl ve tret kapitole uveden model rustu se zpozdenm. Ve ctvrte kapi-
tole byly popsany dva modely dravec-korist, z nichz jeden je znamy Lotkuv-Volterruv. Dale byl
popsan mozny vyvoj dvou populac, ktere si navzajem konkuruj. Stejne tak byl vysvetlen vyvoj
populac, ktere zij v zajemne symbioze.
V praci je mozne pokracovat mnoha zpusoby, jednm z nich je rozsren jednotlivych modelu.
Naprklad model rustu se zpozdenm lze pouzt pri studiu sren infekc, kdy zpozden T znac
inkubacn dobu, behem ktere infekce propukne. Dale je mozne uvest mnohe dals modely typu
dravec-korist, napr. model uvazujc vnitrodruhovou konkurenci koristi.
Prace vychaz z vysledku uvedenych v citovane literature. Vlastnm prnosem autorky teto
prace jsou nektere vypocty a souvisejc klasikace singularnch bodu provedene v kapitole tret.
K praci byl vytvoren program v Matlabu. Je mozne vybrat si jeden ze ctyr modelu (logisticky
model, Lotkuv-Volterruv model, model symbiozy, model konkurence), zadat parametry jako je
naprklad rychlost rustu nebo pocatecn velikost populace a program vykresl velikost populace
(popr. populac) v case.
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Obrazek 6.11: Logisticky model
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Obrazek 6.12: Logisticky model
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Obrazek 6.13: Lotkuv-Volterruv model
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Obrazek 6.15: Model konkurence
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Obrazek 6.16: Model symbiozy
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